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Usnoxkenuero e 10 roasiMa crerel 6asupano na 2] u [1).
Ounpenesienne. Heka (X, 7) e Tononornano npocrpancrso u A, B C X. Kassawme, 1e
e Au B caoremnvu, ako ANB=ANB = @.

e Au B caorieimMu ¢ OKOJTHOCTH, aKO CbINECTBYBAT JU3FOHKTHA OTBOPEHU MHOXKEC-
tBa U n V, chbabpzkamu cborBeTHO A 1 B.

e A u B ca oresumu ¢ HellpeK'bcHaTa (YHKIWUS, aKO CbIIECTBYBa HEIPEK'bCHATA
dbyukua f: X — [0, 1], 3a xosito f(A) =0u f(B) = 1.

e A e myzneBo, ako cblecTByBa HernpekbcHata ¢yukmus f @ X — [0,1], 3a kosaTo

J710) = A.
e A e konyseBo, ako X \ A e Hyseso.
Ounpenenenne. Heka (X, 7) e Tononornano npocrpancrso. Kaspame, 1e

e (X,T) e HOPDMAJIHO IPOCTPAHCTBO, AKO BCEKHU JIBE JM3IOHKTHU 3aTBOPEHU MOJMHO-
2KecTBa Ha X ca orjenumu ¢ okojHoctu. Hopmasaure T -mpocTpaHCTBa ce HApUJaT
T)-tpocTpaHCTBA.

e (X,7) e HACJIEICTBEHO HOPMAJIHO [IPOCTPAHCTBO, KO BCHUKH HEIOBH HOJMHOMKEC-
TBa ca HopmajHu. HaciieacTBeHo HopMmajHuTe T1-TIPOCTPAHCTBA ce Hapwdar 15-
[IPOCTPAHCTBA.

e (X,T) e CbBBLPIIEHO HOPMAJIHO IIPOCTPAHCTBO, AKO BCSKO 3aTBOPEHO MOJMHOXKEC-
T80 Ha X e myneBo. CbBbpIneno HopMmagHuTe 11-TTPOCTpAHCTBa ce Hapwdar 1g-
IIPOCTPAHCTBA.

Tebpaenne 1. Axo (X, 7) e Ts-npocmparcmeso, mo e u Ty-npocmparcmso.

Jlema 2 (Manka jema na Ypucon). Tonoaozuwnomo npocmpancmeo (X,T) e nopman-
HO MOYHO MO02a6a, K024MO 3G 6CAKO 3aMEOPEHO Nodmmosicecmeo F u sa ecaxa nezosa
oxoarnocm U csuecmeysa omeoperno mmoocecmeo V, maxa we FF CV CV CU.
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Jlokasameacmeo. ( —> ) Heka X e nopmasno, F' e 3arBopeno u U e okosHOCT Ha F.
Torasa F'N (X \ U) = @ u cbiuectByBar JU3IOHKTHH OKoJiHOCTH V' 11 W, cboTBETHO Ha
Fu X\ U, upu Tosa

FCVCVCX\WCU,

kbaero V C X \ W, moit karo X \ W e 3aTBOpeno u chabpxka V.
(<= ) Heka F u G ca 3arBopenn noaMuozkectsa Ha X . Torasa cbIecTByBa OKOJIHOCT
V na F, 3a KosiTO
FCVCVCX\G.

Ho ToBa o3nauasa, ye V' e okonnocr va F'u W := X \ V e okosnnocr na G, npu ToBa
VN W = g. CraenoBaresino X e HOPMAJHO IIPOCTPAHCTBO. O

JIema 3 (Tossivma ema wa Ypucon). Tonoaozuwnomo npocmpancmeo (X, T) e Hopmaaro
MOWHO M02a6a, K02AMO 6CEKY 06€ 34MBOPEHO NOOMHodcecmea Ha X Ha 0moesuMu ¢
HENPEKsCHama PYHKYUA.

Jokasameacmeo. ( => ) Heka F' u G ca 3arBOpenn moamuokectsa Ha X. Ilomarame
Q; :==Qn0,1]. Ha Besiko panuonasno uuciao r € Qq mie cbiocraBum okosHocT Uy, Taka
Te

rs€Q,r<s = U, CU,. (1)

Heka r; == 0,79 := 1 u HeKa 73,74,... € HOMepPAIUs OT BCUYKHU PAIUOHAJHUA THUCJIA,

B uarepsasa (0,1). Ille mocrponm penuna or oxosnuocru {U,, }7° | MHIYKTHBHO, T.€. 32
BCcHIKN nHAeKcH k,l < n,

T <71 — Urk cu,. (2)

[Monarame Uy = X \ B. Ilonexe npocrpancrBoro X e HOPMAaJIHO, JieMa [2| HU JaBa
oTBOpeHo MHOxKecTBO Uy, Taka ue A C Uy C Uy C Uj.

Taxka € UBII'bJIHEHO 33 N = 2.

Heka cera € M3II'LJIHEHO 38 BCUYKU YUCja, no-Majku oT n. [lomarame

k=max{r, |m<n & r, <},

l:=min{r, |[m<n & ry, >r,}

u Jiema [2| Hu jmaBa oTrBopeHo MHOXKecTBO Ujp,, Taka 1e Up C U, C U, C U,. C rosa
UHIYKIASITA € 3aBbPIIeHa.

ITo To3u Hauma Ha Besgko uucjao or Qp cbmocraBuxme okosHOCT U,, Taka we ja e
U3IBJITHEHO .

Ocrasa ja gedunupame Henpekbeaara dyukus f: X — [0, 1], kosaro na orgenst F
ot G. Ilonarame
1, z € B,

J@) = inf{reQ |z €U}, z¢B.

Ouesnpno f(B) =1wu f(A) C f(Up) = 0. 3a na jnokaxem, de dbyHKImsaTa [ € Hempe-
K'bCHATa, I11e JIOKazKeM, ue mpaobpasure Ha 0OTBOpeHuTe uHTepBaau or Buja [0, ) u (r, 1],
KOMTO 0bpasyBar mpejdasa 3a cranjgapraara ronosorus B [0, 1], ca orBopeHu.



Heka 7 € (0, 1). Pasriexame mbpBo MHOKECTBOTO

FH0,r) ={z e X | f(a) <r}.

[le nokazkem, e x € f~1([0,7)) <= Fs € QN[0,r): 2 € Us.

Axo z € Uy 3a Heakoe panmonanno s < 7, 1o f(z) <rux € f~1([0,r)).

Hexka cera z € f~1(]0,7)). Torasa HempeMeHHO CHIMECTBYBa HAKOE PAIMOHAHO § < T,
3a Koero = € Us, 3amoro unade 6uxme nmaimun Vs € Q N [0,7), f(x) > s u B gacTHOCT
f(z) > r, koero e B mporuBopeune ¢ f(z) < r.

Torasa
fil ([077')) = U Us,

seQn[o,r)

KOeTo € obeJIMHEeHNe Ha OTBOPEHU MHOXKECTBA U, CJIEJOBATEIHO, € OTBOPEHO.
Pasrnexx game

FH]) = {z e X | fz) >},

[lle mokazkem mbpso, e x € f~1((r,1]) <= Is€ QN (r,1]: 2 & Us.

Axo = ¢ U, 3a maxoe pamuonanno s > r, 1o Uy C U, u ¢ € Uy 3a IPOU3BOJIHO
panmonasio s’ € (r,s) n ciegosareno f(z) >s>ruax € f1((r,1]).

Hexa z € f~1((r,1]). Homyckame, ue Vs € QN (r,1],2 € Us. Ho Torasa f(z) < r,
KOEeTO MpoTuBopedn ¢ f > r.

Ocrapa ja nokaxkem, e 3s € QN (r,1] ;2 ¢ Us <= I’ € QN (r,1] 12 ¢ Uy

Hexa 3s € QN (r,1] : @ € Us. Torasa no nocrpoenne 3s’ € (r,5) : Uy C Us.

O6patno, ako 35’ € QN (r,1] : 2 € Uy, ouesnnno z & Uy

Torasa

U= U x\T),
s€eQu(r,1]

KOETO € CeYeHHe HA OTBOPEHN MHOXKECTBA M, CJICJIOBATEIIHO, € OTBOPEHO.

U B nBara ciydast npaobpasuTe ca OTBOPEHH, CJIEJIOBATEJHO f € HeIPeKbCHATA.

( <= ) Heka F u G ca 3arBopenn noxmuoxkecrsa Ha X u f : X — [0,1] e menpe-
kbenaTa byHKIms, Koo ru orens. Torasa f~1([0,1/2)) u f71((1/2,1]) ca qustonkTHEI
okoJiHocTH 33 F' u G 1 cjieoBaTe/IHO IPOCTPAHCTBOTO X € HOPMAJIHO. ]

Caencreue 4. Beaxo Ty-npocmparcmeo e u Ty1-npocmparcmeo.
2

Jloxasamencmeso. Heka (X, 7) e Ty-npocrpancrso, F' C X e 3arBopeno u x # F'. Torasa,
nonexke X e T1-IPOCTPaHCTBO, MHOXKECTBOTO {X} € 3aTBOPEHO U 110 neMa MHOXKECTBaTa
F u {z} ca ornesumu ¢ HenpekbcHaTa BOyHKITHS. O

Tebpaenne 5. Hexa (X, 7) e nopmaaro npocmpancmeo u F C X . Tozasa F e nyaeco
MHOHCECTNBO MOYHO T02G6a, K02amo € 3ameopeno Fg-mmoocecmso.

Joxasamencmeo. (= ) Umame, ge F' = f~1(0). Ilonexe muozxectsoro {0} e 3aTBOpeno
B [0, 1], umame, ye u F' e 3arBopeno. Ocsen ToBa



o= (0 b)) - 0 (b))

neZ>9 neZ>9

Tbit KaTo MHOKecTBaTa oT Buja [0, 1) ca oropenn B [0, 1], nmane, e F e Gg MHO-
JKECTBO.

(<= ) Heka F e 3arBOopeno Gs-muoxkectso. Toraa X \ F' e F,-MHOXKECTBO U CHIIEC-
TByBaT 3aTBOPEHH MHOxecTBa Fi, I, ..., taka ue X \ F = (J;2 Fy.

3a Besko k = 1,2,... jemara Ha YPHUCOH HE JaBa HelpeKbcHaTa GyHKIUs fr @ X —
[0, 1], kosito & oryenst F' u F. TlocrposiBame dbyHKImMsTA

[e.e]

1
f(x) = Z 2—kfk(9:)
k=1
[To moctpoenue f e HenpekbCcHATA 1
= 1 = 1
fIF) =2 gpfulF) = 550 =0
k=1 k=1
Heka cera x ¢ F. ToraBa x ce ¢birbpKa B 1OHE €1HO F), U
1 1
fla)y=>" oo fe(@) + 55 >0,
kZn
caenoBaresiHo f(x) =0 <= x € F, roecr F e nyseso. O

CaencrBue 6. Hexa (X, 7) e nopmanno npocmpancmeo u U € 1. Toeasa U e omsopeno
F,-mroorcecmso mouno mozasa, xK02a6mo e KoHYAESO.

CJIe,Z[\CTBI/Ie 7. B nansano HOPMAAHO NPOCMPAHCINEO 6CAKO 3AMBEBOPEHO MHOMHCECMBO €
Gé—MHODfC@CTﬂSO U 6CAKO OMBOPEHO MHOIHCECMEBO € FO-—MHOOfCECTnSO.

Tebpaenne 8. Axo (X, T) e c865pwWeHO0 HOPMAAHO NPOCTPAHCBO, MO € HACACICTNEEHO
HOPMAAHO.
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